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1. Atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatorius

1.1. Vapniko-Červonenkio dimensija

Atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatoriai (AVK) (angl Support Vector Ma-

chines SVM), panaudodami mokymo duomenis (Xi, Yi), sukuria kla-

sifikavimo taisykles. Pradiniai AVK variantai buvo pasiūlyti Vla-

dimiro Vapniko 1970-u̧ju̧ pabaigoje [7]. 1990 metais jis ǐs Mask-

vos persikraustė dirbti i̧ JAV ir kartu su savo mokiniais ir kolego-

mis ǐsvystė AVK metoda̧. AVK gri̧stas Vapniko-Červonenkio dimen-

sija [8]. Vapniko-Červonenkio dimensija skaitǐskai i̧vertina klasifi-

katoriaus sudėtinguma̧. Tarkime tiesinis klasifikatorius gali daryti

daugiau už kvadratini̧ klasifikacijos klaidu̧, tačiau jo sudėtingumas

yra mažesnis ir i̧ tai reikia atsižvelgti priimant sprendima̧ vertinant

kuris ǐs dvieju̧ klasifikatoriu̧ yra geresnis (tiesinis, paprastesnis, tu-

rintis mažiau parametru̧, bet darantis daugiau klasifikavimo klaidu̧,
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ar kvadratinis, sudėtingesnis, turintis daugiau parametru̧, bet da-

rantis mažiau klasifikavimo klaidu̧). Apibrėšime formaliai Vapniko-

Červonenkio dimensija̧.

1 apibrėžimas. Sakysime turime klasifikatoriu̧ f , charakterizuojama̧

parametru̧ rinkiniu Θ, ir testavimo duomenis X1, X2, . . . , XN . Sa-

kysime, kad klasifikatorius f atskiria duotus duomenis Xi, jei

bet kokioms binarinėms žymėms Yi ∈ {−1, 1}1, i = 1, 2, . . . , N ,

egzistuoja klasifikatoriaus f parametru̧ rinkinys Θ su kuriuo visi

duomenys yra teisingai klasifikuojami.

Klasifikatoriaus f Vapniko-Červonenkio (VC) dimensija DV C va-

dinamas maksimalus duomenu̧ Xi kiekis, kuri̧ klasifikatorius atski-

ria.
1Aprašant atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatoriu̧ patogiau laikyti, kad binarinės žymės yra

-1 ir 1, o ne 0 ir 1
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Pavyzdžiui, jei klasifikatorius yra tiesė plokštumoje, o klasifikuoja-

mi duomenys plokštumos taškai, tai bet kokius nekomplanarius tris

plokštumos taškus su bet kokiomis binarinėmis žymėmis galime at-

skirti tiese, tačiau ne visada keturis plokštumos tašku̧ galėsime at-

skirti tiese (žiūr. 1 iliustracija̧). Vadinasi tiesinio plokštumos tašku̧

klasifikatoriaus dimensija yra 3. Galima parodyti, kad tiesinio kla-

sifikatoriaus klasifikuojančio D-atės erdvės taškus VC dimensija yra

D + 1 (plokštumos tašku̧ atveju D = 2 ir D + 1 = 3).

Vapnikas ir Červonenkis i̧rodė, kad jei klasifikatorius nežinomu̧

duomenu̧ klasifikavimo klaida gali būti i̧vertinta ǐs viršaus tokia

ǐsraǐska

P (Klasif. pagal f) ≤ P (Klasif. pagal f testavimo duom.) +√
(
DV C(log(2N/DV C) + 1)− log(δ/4)

N
.(1)
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1 paveikslėlis: Plokštumos tašku̧ tiesinio klasifikatoriaus Vapniko-

Červonenkio dimensija. Bet kaip sužymėtus tris taškus galime at-

skirti tiese, o keturis nebūtinai.
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Čia 1− δ tikimybė su kuria galioja klasifikavimo klaidos i̧vertis, o N

- testavimo duomenu̧ kiekis. (1) nelygybė suteikia galimybȩ i̧vertinti

pasirinkto klasifikatoriaus kokybȩ ir nurodo galima̧ strategija̧ konst-

ruojant klasifikatoriu̧. Atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatorius yra viena

tokios strategijos realizaciju̧.

1.2. Tiesinis atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatorius

Tarkime turime mokymo duomenu̧ imti̧ (Xi, Yi), i = 1, 2, . . . , L,

Yi ∈ {−1, 1}. MNIST skaitmenu̧ atveju L = 60000, o Xi gali būti

28 × 28 = 784 pilkumo lygmenu̧ matrica, t. y. kiekvienas duomuo

Xi yra 784 dimensiju̧ vektorius, kurio kiekviena komponentė i̧gyja

reikšmes pilkumo lygmenu̧ aibėje {0, 1, . . . , 255}. Kadangi patogiau-

sia vizualizuoti dvimačius duomenu̧ vektorius, tai toliau pateiksime

klasifikuojamu̧ plokštumos tašku̧ iliustracijas. 2 paveikslėlyje

pateiktas tiese pilnai atskiriamu̧ plokštumos tašku̧ pavyzdys.
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2 paveikslėlis: Dvieju̧ rūšiu̧ plokštumos taškai (skrituliukai ir trikam-

piukai) pilnai atskiriami linija. Palyginkite du galimus iliustracijoje

pateiktus tiesinės klasifikacijos variantus.

Tiesinis klasifikatorius gali būti užrašytas lygtimi

wTX + b = 0,

kur T žymi vektoriaus-stulpelio transponavimo operacija̧. Daugia-

mačiu̧ duomenu̧ atveju tokia lygtis apibrėžia erdvėje hiperplokštuma̧
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(dvimatės erdvės atveju tiesȩ). Klasifikuojant sieksime, kad

wTXi + b > 0, kai Yi = 1,

wTXi + b < 0, kai Yi = −1.

Todėl klasifikavimo taisyklȩ f testavimo duomenims X apibrėšime

formule

f(X) = sgn(wTX + b).

Tarkime kokiame nors taške Xi ǐsraǐska wTXi + b = 1. Tuomet

skaičius wT Xi+b
||w|| = 1

||w|| žymi hiperplokštumos (tiesės) wT (X−Xi) = 0

atstuma̧ iki koordinačiu̧ pradžios taško. Todėl skaičius

2

||w||
=

2√
(wTw)

lygus atstumui tarp hiperplokštumu̧ wTX + b = ±1.

Intuityviai aǐsku, kad tiesinis klasifikatorius, pilnai atskiriantis

duomenis, tuo geresnis, kuo didesnis atstumas tarp tokiu̧ hiperp-

lokštumu̧. Vapnikas ir Červonenkis pateikia tikslia̧ atstumo tarp



Klasifikavimo metodai

Home Page

Title Page

JJ II

J I

Page 8 of 23

Go Back

Full Screen

Close

Quit

taškus atskiriančiu̧ hiperplokštumu̧ maksimizavimo interpretacija̧

klasifikacijos patikimumo terminais, bet mes apsiribosime tik šio

principo panaudojimu. Taigi mums reikia rasti toki̧ svoriu̧ vektoriu̧

w ir poslinki̧ b, kad

min
w,b

1

2
wTw, (2)

kai Yi(w
TXi + b) ≥ 1, i = 1, 2, . . . L. (3)

1.3. Tiesǐskai neatskiriamu̧ duomenu̧ klasifikavimas
atraminiu̧ vektoriu̧ metodu

Pateiktas atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatorius turi du akivaizdžius

trūkumus.

• Jei duomenys yra bent kiek sudėtingesni, gali neatsirasti tiesinio

klasifikatoriaus, kuris visiems duomenu̧ indeksams i garantuotu̧

(3) nelygybȩ. Pavyzdžiui plokštumoje galima rasti dvieju̧ klasiu̧
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keturis taškus, kuriu̧ nei̧manoma atskirti viena tiese (žiūr. 1

pvz.).

• Skirtingu̧ žymiu̧ duomenys gali gerai atsiskirti nesudėtinga krei-

ve, kuri nėra tiesė. 3 paveikslėlis iliustruoja tokiu̧ duomenu̧

pavyzdi̧.

Kad ǐssprȩsti pirma̧ja̧ problema̧, 1995 metais Cortes ir Vapnikas [9]

pasiūlė lanksčia̧ (3) ir reguliarizuota̧ (2) lygčiu̧ versija̧. Antra prob-

lema sprendžiama padidinus pradiniu̧ duomenu̧ dimensija̧, kur papil-

domos dimensijos sudarytos ǐs pradiniu̧ kintamu̧ju̧ netiesiniu̧ dariniu̧.

Netiesini̧ atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikacijos uždavini̧ galima užrašyti

taip:

min
w,b,ξ

1

2
wTw + C

L∑
i=1

ξi, (4)

kai Yi(w
Tφ(Xi) + b) ≥ 1− ξi, (5)

ir ξi ≥ 0, i = 1, 2, . . . L. (6)
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3 paveikslėlis: Dvieju̧ žymiu̧ plokštumos taškai, kuriuos lengva atskir-

ti apskritimu, tačiau klasifikavimo bet kokia tiese rezultatai bus labai

žemos kokybės.
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Čia C ≥ 0 yra baudos parametras. Jei C reikšmė didelė, kiekviena

teigiama ξi reikšmė stipriai didina minimizuojama̧ funkcionala̧. Todėl

kuo baudos daugiklio C reikšmė didesnė, tuo labiau atsižvelgiama

i̧ blogiausiai klasifikuojamus duomenis ir atvirkščiai, kai C mažas

minimizuojamo funkcionalo vertȩ lemia narys 1
2wTw. Funkcija φ =

φ(X) tiesini̧ klasifikatoriu̧ padaro netiesiniu. Pavyzdžiui, jei X ∈ R2,

tai φ(X) ∈ R6 galima apibrėžti taip:

φ(X) = (1,
√

2x1,
√

2x2, x
2
1,
√

2x1x2, x
2
2).

Iš vektoriaus φ(X) komponenčiu̧ nesunku sudaryti bet kokio

plokštumos apskritimo lygti̧ ir todėl nesunku rasti netiesini̧

atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatoriu̧, kuris pilnai atskirtu̧ 3 paveikslėlio

mokymo duomenis. Bendru atveju ieškomas svoriu̧ vektorius gali

būti begalinio matavimo, jei φ = φ(X) turi be galo daug kompo-

nenčiu̧. Pavyzdžiui kartais vienmačiams duomenims naudojama
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tokia ǐsraǐska̧

φ(x) = exp (−x
2

2
)(1,

√
1

1!
x,

√
1

2!
x2,

√
1

3!
x3, . . . ,

√
1

n!
xn, . . .).

Sekančiame skyrelyje bus aǐski tokio pasirinkimo motyvacija.

1.4. Atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatoriaus paieška
sprendžiant dualu̧ uždavini̧

Minimizavimo uždaviniai dažnai sprendžiami netiesiogiai, o pirma

ǐssprendžiami jiems dualūs uždaviniai, kuriu̧ sprendiniai panaudojami

užrašant pradinio uždavinio sprendini̧. Mūsu̧ atveju (4-6) uždaviniui

dualus formuluojamas taip:

min
α

1

2
αTQα− eTα, (7)

kai 0 ≤ αi ≤ C, i = 1, 2, . . . , L, (8)

ir YTα = 0. (9)
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Čia e = (1, 1, . . . , 1) ∈ RL, Qi,j = YiYjφ(Xi)φ(Xj). Žinant dualaus

uždavinio sprendini̧, atraminio vektoriaus klasifikatoriaus svoriai w

randami taip:

w =
L∑
i=1

αiYiφ(Xi). (10)

Išraǐska

K(X,Y) = φ(X)Tφ(Y) (11)

vadinama branduoliu. Kad branduoli̧ būtu̧ galima efektyviai ap-

skaičiuoti, siekiama, kad jis būtu̧

XTY

skaliarinės sandaugos funkcija. Pavyzdžiui, jei X ∈ R2 ir

φ(X) = (1,
√

2x1,
√

2x2, x
2
1,
√

2x1x2, x
2
2),
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tai

K(X,Y) = φ(X)Tφ(Y) = 1 + 2x1y1 + 2x2y2 + x2
1y

2
1 + 2x1x2y1y2 + x2

2y
2
2

= (1 + x1y1 + x2y2)
2.

Populiarūs atraminio vektoriaus klasifikatoriaus branduoliai:

K(X,Y) = exp(−γ||X−Y||2) (12)

K(X,Y) = (1 + XTY/a)b (13)

Pirmasis vadinamas RBF (angl. Radial Basis Function ), o antrasis

polinominiu branduoliu. RBF branduoliui galima surasti kintamu̧ju̧

pakeitima̧ i̧ begalinės dimensijos erdvȩ, kurioje skaliarinė sandauga

φ(X)Tφ(Y) sutampa su K(X,Y) = exp(−γ||X − Y||2). I̧rodysime

ši̧ teigini̧, kai X = x,Y = y ∈ R1. Iš tikru̧ju̧, kadangi pagal Teiloro
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skleidini̧

exp(−γ||X−Y||2) = exp(−γ(x− y)2) = exp(−γx2 − γy2 + 2γxy)

= exp(−γx2 − γy2)(
+∞∑
i=0

√
2γ

i!
xi ·

√
2γ

i!
yi)

= φ(x)Tφ(y),

kur

φ(x) = exp(−γx2)(1,

√
2γ

1!
x,

√
2γ

2!
x2, . . . ,

√
2γ

i!
xi, . . .).

Polinominis branduolys atitinka baigtinio matavimo atvaizdi̧ φ =

φ(X).

Branduolio savybė, kai ji̧ galima ǐsreikšti funkcija nuo pradiniu̧

kintamu̧ju̧ skaliarinės sandaugos, vadinama ”branduolio gudrybe”

(angl. kernel trick). ”Gudrybės” esmė ta, kad skaičiuojant branduoli̧

pagal (11) ǐsraǐska̧ galima susidurti su rimtomis skaičiavimo prob-

lemomis (pvz. begalinės (φ(X)) dimensijos atveju), o dėl minėtos
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branduolio savybės, ji̧ galima skaičiuoti panaudojant pradinės

dimensijos duomenis, kuri yra baigtinė ir, kaip taisyklė, žymiai

mažesnė nei φ(X) transformacijos.

Kodėl klasifikavimo metodas vadinamas ”atraminiu̧ vektoriu̧” me-

todu? Taip yra todėl, kad jo klasifikavimo rezultatus lemia tik tie

mokymo vektoriai, kuriu̧ αi > 0. Tai nesunku suprasti analizuojant

pradinȩ tiesinȩ metodo versija̧. Geometrǐskai akivaizdu, kad pilnai

atskiriamu̧ plokštumos tašku̧ klasifikacija atraminiu̧ vektoriu̧ metodu

remsis dažniausiai tik trimis mokymo taškais, kuriu̧ du bus vienos

klasės, o likȩs kitos klasės. Panaši tendencija ǐslieka ir bendru atveju,

nes dauguma ”lengvai” klasifikuojamu̧ mokymo duomenu̧ Xi turės

αi = 0. Mokymo vektoriai, kuriu̧ αi > 0 vadinami atraminiais. 4

paveikslėlis iliustruoja mokymo duomenu̧ atraminiu̧ vektoriu̧ pozici-

jas. Iš pateikto pavyzdžio matyti, kad nemaža mokymo duomenu̧

dalis nei̧takoja klasifikavimo rezultatu̧, nes, grubiai tariant, tose po-
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zicijose klasifikavimo rezultatas yra akivaizdus ir SVM klasifikatorius

koncentruojasi tik i̧ sudėtingiausius mokymo duomenu̧ atvejus. Kuo

labiau atsiskiria skirtingu̧ žymiu̧ mokymo duomenys, tuo santykinai

mažesnė dalis mokymo duomenu̧ tampa atraminiais.

1.5. MNIST duomenu̧ klasifikavimas SVM metodu

Kaip matyti ǐs pateikto aprašymo, atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatoriaus

sukūrimas yra nelengva uždavinys. Todėl eksperimentuojant mes

remsimės WEKA biblioteka, kuria̧ sukūrė ir toliau tobulina Naujosios

Zelandijos Waikato universiteto studentai ([11]). Šioje bibliotekoje

yra realizuotas atraminiu̧ vektoriu̧ klasifikatorius su RBF ir polinomi-

niais branduoliais. Deja pateikus binarizuotu̧ 28× 28 duomenu̧ mat-

ricas WEKA-i, neužtenka kompiuterio 1.5 GB atminties, kad būtu̧

sukurtas SVM algoritmas. Todėl tenka mažinti mokymo vektoriu̧

dimensijas. Buvo atlikti keturi eksperimentai, kuriuose naudojamas
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4 paveikslėlis: Plokštumos tašku̧ klasifikavimas SVM metodu. Rau-

donais pliusiukais pažymėti atraminiai mokymo duomenys. Iliustra-

cija paimta ǐs [10]
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nutylimasis WEKA SVM klasifikatorius su skirtingomis požymiu̧ sis-

temomis.

• Požymiai sudarė vidurkintu̧ skaitmenu̧ ekstremumu̧ kieki̧

telpanti̧ i̧ 3x3 gretimus langelius.

Gautas SVM klasifikatoriaus tikslumas: 86.3 % mokymo duo-

menims ir 86.2 % testavimo duomenims.

• Požymiai vidurkinto vaizdo gradiento komponentės paimtos ke-

turis kartus ǐsretintame tinklelyje (28x28/4=7x7).

Gautas SVM klasifikatoriaus tikslumas: 91.8 % mokymo duo-

menims ir 91.6 % testavimo duomenims.

• Požymiai vidurkinto vaizdo gradiento komponentės paimtos du

kartus ǐsretintame tinklelyje (28x28/2=14x14).

Gautas SVM klasifikatoriaus tikslumas: 96.38 % mokymo duo-

menims ir 95.43 % testavimo duomenims.
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• Požymiai gauti naudojant tikėtinumus gautus Naiviojo Ba-

jeso metodu. Fiksuotam skaičiui randami visu̧ skaitmenu̧

tikėtinumai ir z-tuojo požymiu laikomas tikėtinumo, kad tai

yra z skaitmuo, ir dvieju̧ didžiausiu̧ tikėtinumu̧ aritmetinio

vidurkio skirtumas. Kiekvienam paveikslėliui tokiu būdu

gauname dešimt požymiu̧.

Gautas SVM klasifikatoriaus tikslumas: 99.84 % mokymo duo-

menims ir 98.16 % testavimo duomenims.

Geriausi rezultatai gaunami paskutiniu atveju, kai požymiams nau-

dojami Naiviojo Bajeso klasifikatoriumi gauti normuoti skaitmenu̧

tikėtinumai. Tačiau toks rezultatas nelabai džiugina, nes klasifikuo-

jant tiesiogiai pagal Naiviojo Bajeso tikėtinumus gaunamas 98.04

% tikslumas testavimo duomenims. Tikėtina, kad toki̧ nežymu̧ pa-

gerėjima̧ galima gauti paprastesniais būdais. Taip pat galima pa-

stebėti, kad pagal mūsu̧ eksperimentu̧ rezultatus, gerėjant požymiu̧
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sistemai, gerėja klasifikacijos rezultatai, tačiau kartu stebimas ir per-

simokymas, pasireǐskiantis ženkliu skirtumu tarp mokymo ir testavi-

mo duomenu̧ klasifikavimo kokybės.
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