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1. Atraminiy vektoriy klasifikatorius
1.1. Vapniko-Cervonenkio dimensija

Atraminiy vektoriy klasifikatoriai (AVK) (angl Support Vector Ma-
chines SVM), panaudodami mokymo duomenis (X;, Y;), sukuria kla-
sifikavimo taisykles. Pradiniai AVK variantai buvo pasiulyti Vla-
dimiro Vapniko 1970-uju pabaigoje [7]. 1990 metais jis i Mask-
vos persikrausté dirbti { JAV ir kartu su savo mokiniais ir kolego-
mis isvysté AVK metoda. AVK gristas Vapniko-Cervonenkio dimen-
sija []. Vapniko-Cervonenkio dimensija skaitiskai jvertina klasifi-
katoriaus sudétinguma. Tarkime tiesinis klasifikatorius gali daryti
daugiau uz kvadratini klasifikacijos klaidu, taciau jo sudétingumas
yra mazesnis ir i tai reikia atsizvelgti priimant sprendima vertinant
kuris i§ dvieju klasifikatoriy yra geresnis (tiesinis, paprastesnis, tu-

rintis maziau parametru, bet darantis daugiau klasifikavimo klaidu,
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ar kvadratinis, sudétingesnis, turintis daugiau parametru, bet da-
rantis maziau klasifikavimo klaidu). Apibrésime formaliai Vapniko-

Cervonenkio dimensija.

1 apibrézimas. Sakysime turime klasifikatoriy f, charakterizuojamaq
parametry rinkiniu ©, ir testavimo duomenis Xy, Xo, ..., Xn. Sa-
kysime, kad klasifikatorius f atskiria duotus duomenis X;, jet
bet kokioms binarinéms Zyméms Y; € {—1,1}', i = 1,2,... N,
egzistuoja klasifikatoriaus f parametry rinkinys © su kurivo visi
duomenys yra teisingai klasifikuojams.

Klasifikatoriaus f Vapniko-Cervonenkio (VC) dimensija Dy¢c va-
dinamas maksimalus duomeny X; kiekis, kurj klasifikatorius atski-

ria.

! Apragant atraminiy vektoriy klasifikatoriy patogiau laikyti, kad binarinés zZymés yra
-lirl,one0ir 1
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Pavyzdziui, jei klasifikatorius yra tiesé plokstumoje, o klasifikuoja-

Home Page mi duomenys plokstumos taskai, tai bet kokius nekomplanarius tris
plokstumos taskus su bet kokiomis binarinémis zZymeémis galime at-
Title Page . . . . L.

skirti tiese, taciau ne visada keturis plokstumos tasku galésime at-

“ | 5 skirti tiese (ziur. 1 iliustracija). Vadinasi tiesinio plokstumos taskuy

klasifikatoriaus dimensija yra 3. Galima parodyti, kad tiesinio kla-

< | > sifikatoriaus klasifikuojancio D-atés erdvés taskus VC dimensija yra
D + 1 (plokstumos tasky atveju D =2 ir D + 1 = 3).

L‘ml Vapnikas ir Cervonenkis irodé, kad jei klasifikatorius nezinomu

duomenu klasifikavimo klaida gali buti jvertinta i$ virSaus tokia
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1 paveikslélis: Plokstumos tasku tiesinio klasifikatoriaus Vapniko-
Cervonenkio dimensija. Bet kaip suzymeétus tris taskus galime at-

skirti tiese, o keturis nebtutinai.
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Cia 1 — 6 tikimybé su kuria galioja klasifikavimo klaidos jvertis, o N
- testavimo duomenuy kiekis. (1) nelygybé suteikia galimybe ivertinti
pasirinkto klasifikatoriaus kokybe ir nurodo galima strategija konst-
ruojant klasifikatoriu. Atraminiuy vektoriy klasifikatorius yra viena

tokios strategijos realizaciju.

1.2. Tiesinis atraminiy vektoriuy klasifikatorius

Tarkime turime mokymo duomenuy imti (X;, Y;), i = 1,2,...,L,
Y; € {—1,1}. MNIST skaitmenuy atveju L = 60000, o X; gali buti
28 x 28 = 784 pilkumo lygmenuy matrica, t. y. kiekvienas duomuo
X; yra 784 dimensiju vektorius, kurio kiekviena komponenté igyja
reiksmes pilkumo lygmenuy aibéje {0, 1,...,255}. Kadangi patogiau-
sia vizualizuoti dvimacius duomenu vektorius, tai toliau pateiksime
klasifikuojamu plokstumos taskuy iliustracijas. 2 paveikslelyje

pateiktas tiese pilnai atskiriamu plokstumos tasku pavyzdys.
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2 paveiksleélis: Dvieju rusiy plokstumos taskai (skrituliukai ir trikam-
piukai) pilnai atskiriami linija. Palyginkite du galimus iliustracijoje

pateiktus tiesinés klasifikacijos variantus.
Tiesinis klasifikatorius gali buti uzrasytas lygtimi
w/X +b=0,

kur T Zymi vektoriaus-stulpelio transponavimo operacija. Daugia-

maciy duomenuy atveju tokia lygtis apibrézia erdvéje hiperplokstuma
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(dvimateés erdves atveju tiese). Klasifikuojant sieksime, kad
wiX;+b > 0, kaiY; =1,
wiX;+b < 0, kaiY; = —1.

Todél klasifikavimo taisykle f testavimo duomenims X apibresime

formule
f(X) = sgn(w?'X +b).

Tarkime kokiame nors taske X, israiska w'X; + b = 1. Tuomet

WTXi-I—b —
Il [lwl|

skaicius zymi hiperplokstumos (tiesés) w! (X—X;) = 0
atstuma iki koordinaciu pradzios tasko. Todél skaicius
2 2

wil ~ wlw)

lygus atstumui tarp hiperplokstumuy w’ X + b = +1.
Intuityviai aisku, kad tiesinis klasifikatorius, pilnai atskiriantis
duomenis, tuo geresnis, kuo didesnis atstumas tarp tokiu hiperp-

lokstumu. Vapnikas ir Cervonenkis pateikia tikslia atstumo tarp
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taskus atskirianciuy hiperplokstumu maksimizavimo interpretacija
klasifikacijos patikimumo terminais, bet mes apsiribosime tik Sio
principo panaudojimu. Taigi mums reikia rasti toki svoriu vektoriy

w ir poslinki b, kad

1 7

min = -w'w, (2)
w,b 2
kai  Y;(w'X;+0)>1,i=1,2,...L. (3)

1.3. Tiesiskai neatskiriamuy duomenu klasifikavimas
atraminiy vektoriuy metodu

Pateiktas atraminiu vektoriuy klasifikatorius turi du akivaizdzius

trukumus.

e Jei duomenys yra bent kiek sudétingesni, gali neatsirasti tiesinio
klasifikatoriaus, kuris visiems duomenu indeksams ¢ garantuotu

(3) nelygybe. Pavyzdziui plokstumoje galima rasti dvieju klasiy
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keturis taskus, kuriy neimanoma atskirti viena tiese (ziur. 1
pvz.).

e Skirtingu zymiu duomenys gali gerai atsiskirti nesudeétinga krei-
ve, kuri néra tiesé. 3 paveikslélis iliustruoja tokiuy duomenuy
pavyzdi.

Kad isspresti pirmaja problema, 1995 metais Cortes ir Vapnikas [/]
pasiulé lankscig (3) ir reguliarizuota (2) lygéiu versija. Antra prob-
lema sprendziama padidinus pradiniuy duomenu dimensija, kur papil-
domos dimensijos sudarytos i§ pradiniu kintamuju netiesiniu dariniu.

Netiesini atraminiu vektoriy klasifikacijos uzdavinj galima uzrasyti

taip:
min leW +C ZL: &, (4)
whé 2 —
ki Yi(w'o(Xi)+b) >1-¢; (5)
ir §>0,i=1,2,...L. (6)
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3 paveikslélis: Dvieju zymiy plokStumos taskai, kuriuos lengva atskir-
ti apskritimu, taciau klasifikavimo bet kokia tiese rezultatai bus labai

zemos kokybeés.
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Cia C' > 0 yra baudos parametras. Jei C' reiksmeé didelé, kiekviena

Home Page teigiama &; reiksme stipriai didina minimizuojama funkcionala. Todél
kuo baudos daugiklio C' reiksme didesné, tuo labiau atsizvelgiama
Title Page : . . : . e : .
i blogiausiai klasifikuojamus duomenis ir atvirksciai, kai C' mazas
minimizuojamo funkcionalo verte lemia narys %WTW. Funkcija ¢ =
«“ | »

$(X) tiesinj klasifikatoriy padaro netiesiniu. Pavyzdziui, jei X € R?,
< | > tai ¢(X) € RS galima apibrézti taip:

Page 11 of 23 Qb(X) - (1a\/§x17\/§$27$%,\/§$1$2,x%).

Is vektoriaus ¢(X) komponenciy nesunku sudaryti bet kokio

Go Back

plokstumos apskritimo lygti ir todél nesunku rasti netiesini

atraminiy vektoriy klasifikatoriu, kuris pilnai atskirty 3 paveikslélio

Full Screen

mokymo duomenis. Bendru atveju ieskomas svoriuy vektorius gali
Close buti begalinio matavimo, jei ¢ = ¢(X) turi be galo daug kompo-

nenciu. Pavyzdziui kartais vienmaciams duomenims naudojama
Quit
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tokia israiska

é(x) = exp (—%2)(1, \/%a: \/ggﬂ, \/;x?’, o \/gx ).

Sekanciame skyrelyje bus aiski tokio pasirinkimo motyvacija.

1.4. Atraminiuy vektoriuy klasifikatoriaus paieska
sprendziant dualy uzdavinj

Minimizavimo uzdaviniai daznai sprendziami netiesiogiai, o pirma
iSsprendziami jiems dualtis uzdaviniai, kuriy sprendiniai panaudojami
uzrasant pradinio uzdavinio sprendini. Musy atveju (4-6) uzdaviniui

dualus formuluojamas taip:

~ L 1 T
min - o Qo — e a, (7)
kai 0<o;<Ci=12,...,1L, (8)
ir Yla=0. (9)
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Cia e = (1,1,...,1) € RL, Qi = YiY;0(X;)o(X;). Zinant dualaus
uzdavinio sprendini, atraminio vektoriaus klasifikatoriaus svoriai w

randami taip:

L
[sraiska
K(X,Y) = ¢(X)"o(Y) (11)

vadinama branduoliv. Kad branduoli butu galima efektyviai ap-

skaiciuoti, siekiama, kad jis bty
X'y
skaliarinés sandaugos funkcija. Pavyzdziui, jei X € R? ir

¢(X) = (17 \/5371; \/5372, ZC%, \/§IL'1$2, x%),



Klasifikavimo metodai

Home Page
K(X,Y)= ¢(X)T¢(Y) = 1+ 2x1y1 + 222y + :L’%yf + 2212211 Y2 + sc%y%

Title Page = (1 + x1y1 + 55292)2-

« | " Populiariis atraminio vektoriaus klasifikatoriaus branduoliai:

tal

yy K(X,Y) = exp(—’y||X—Y||2) (12)
K(X)Y) = (1+X"Y/a) (13)

Page 14 of 23

e polinominiu branduoliu. RBF branduoliui galima surasti kintamuju

Pirmasis vadinamas RBF (angl. Radial Basis Function ), o antrasis

pakeitima i begalinés dimensijos erdve, kurioje skaliariné sandauga

H(X)TH(Y) sutampa su K (X, Y) = exp(—|[X — Y|[?). Irodysime

=N
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& teigini, kai X = 2, Y = y € R'. I§ tikruju, kadangi pagal Teiloro

Quit



Klasifikavimo metodai
Home Page
Title Page

Page 15 of 23
Go Back

Full Screen

Quit

=N
Close
I

skleidini

exp(—||X = Y||*) = exp(—y(z —y)?) = exp(—yz” — 7y* + 2yay)

= exp(—ya® — 5% Zf[

= () o(y),

o) = expl=3a?)(1, | Do [ 2L,/ D).

Polinominis branduolys atitinka baigtinio matavimo atvaizdi ¢ =

¢(X).

Branduolio savybe, kai ji galima isreiksti funkcija nuo pradiniy

kur

kintamuju skaliarinés sandaugos, vadinama ”branduolio gudrybe”
(angl. kernel trick). ”Gudrybes” esmé ta, kad skaic¢iuojant branduolj
pagal (11) israiska galima susidurti su rimtomis skai¢iavimo prob-

lemomis (pvz. begalinés (¢(X)) dimensijos atveju), o dél minétos
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branduolio savybeés, ji galima skaiCiuoti panaudojant pradinés

Home Page dimensijos duomenis, kuri yra baigtiné ir, kaip taisyklé, zymiai
mazesné nei ¢(X) transformacijos.

M Kodél klasifikavimo metodas vadinamas ” atraminiy vektoriu” me-

LI LI todu? Taip yra todél, kad jo klasifikavimo rezultatus lemia tik tie

mokymo vektoriai, kuriy a; > 0. Tai nesunku suprasti analizuojant

;' y pradine tiesine metodo versija. Geometriskai akivaizdu, kad pilnai

atskiriamu plokstumos taskuy klasifikacija atraminiu vektoriu metodu
M’ remsis dazniausiai tik trimis mokymo taskais, kuriu du bus vienos
klases, o likes kitos klasés. Panasi tendencija islieka ir bendru atveju,
&I nes dauguma ”lengvai” klasifikuojamu mokymo duomenu X; turés
a; = 0. Mokymo vektoriai, kuriu «; > 0 vadinami atraminiais. 4

Full Screen

paveiksleélis iliustruoja mokymo duomenuy atraminiy vektoriu pozici-

dalis neitakoja klasifikavimo rezultatu, nes, grubiai tariant, tose po-

Close jas. IS pateikto pavyzdzio matyti, kad nemaza mokymo duomeny

Quit
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zicijose klasifikavimo rezultatas yra akivaizdus ir SVM klasifikatorius
Home Page koncentruojasi tik i sudétingiausius mokymo duomenuy atvejus. Kuo
Title Page

labiau atsiskiria skirtingu zymiuy mokymo duomenys, tuo santykinai

mazesne dalis mokymo duomenu tampa atraminiais.

e » ] 1.5. MNIST duomeny klasifikavimas SVM metodu
< | > Kaip matyti is pateikto aprasymo, atraminiu vektoriy klasifikatoriaus

sukuirimas yra nelengva uzdavinys. Todel eksperimentuojant mes

Page 17 of 23 remsimés WEKA biblioteka, kuria suktré ir toliau tobulina Naujosios
Zelandijos Waikato universiteto studentai ([11]). Sioje bibliotekoje

&I yra realizuotas atraminiuy vektoriy klasifikatorius su RBF ir polinomi-
e niais branduoliais. Deja pateikus binarizuoty 28 x 28 duomenu mat-
ricas WEKA-i, neuztenka kompiuterio 1.5 GB atminties, kad buty

Close sukurtas SVM algoritmas. Todél tenka mazinti mokymo vektoriy

dimensijas. Buvo atlikti keturi eksperimentai, kuriuose naudojamas

Quit
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4 paveikslelis: Plokstumos tasku klasifikavimas SVM metodu. Rau-
donais pliusiukais pazymeéti atraminiai mokymo duomenys. Iliustra-

cija paimta is [1(]



nutylimasis WEKA SVM klasifikatorius su skirtingomis pozymiuy sis-

_ HomePage | T

e Pozymiai sudare vidurkinty skaitmenuy ekstremumu kieki
Title Page

<« | » Gautas SVM Kklasifikatoriaus tikslumas: 86.3 % mokymo duo-

telpanti i 3x3 gretimus langelius.

menims ir 86.2 % testavimo duomenims.

e Pozymiai vidurkinto vaizdo gradiento komponentés paimtos ke-

Page 10 of 23 turis kartus iSretintame tinklelyje (28x28/4=T7xT).
Gautas SVM Kklasifikatoriaus tikslumas: 91.8 % mokymo duo-
&I menims ir 91.6 % testavimo duomenims.

Full Screen e Pozymiai vidurkinto vaizdo gradiento komponentées paimtos du

kartus iSretintame tinklelyje (28x28/2=14x14).

o menims ir 95.43 % testavimo duomenims.
uit

LI Gautas SVM Kklasifikatoriaus tikslumas: 96.38 % mokymo duo-



Klasifikavimo metodai

e Pozymiai gauti naudojant tikétinumus gautus Naiviojo Ba-

Home Page jeso metodu. Fiksuotam skai¢iui randami visuy skaitmenu
tikétinumai ir z-tuojo pozymiu laikomas tikétinumo, kad tai
Title Page : : .. e e : .
yra z skaitmuo, ir dvieju didziausiuy tikétinumuy aritmetinio
“ | 5 vidurkio skirtumas.  Kiekvienam paveiksléliui tokiu budu
gauname desimt pozymiu.
4 | d Gautas SVM Kklasifikatoriaus tikslumas: 99.84 % mokymo duo-
menims ir 98.16 % testavimo duomenims.
Page 20 of 23
Geriausi rezultatai gaunami paskutiniu atveju, kai pozymiams nau-
P dojami Naiviojo Bajeso klasifikatoriumi gauti normuoti skaitmenu

tikétinumai. Taciau toks rezultatas nelabai dziugina, nes klasifikuo-

Full Screen jant tiesiogiai pagal Naiviojo Bajeso tikétinumus gaunamas 98.04
% tikslumas testavimo duomenims. Tikétina, kad toki nezymu pa-
LI geréjima galima gauti paprastesniais budais. Taip pat galima pa-
_ o |

o stebeti, kad pagal musu eksperimenty rezultatus, gereéjant pozymiu
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sistemai, geréja klasifikacijos rezultatai, taciau kartu stebimas ir per-
simokymas, pasireiskiantis zenkliu skirtumu tarp mokymo ir testavi-

mo duomeny klasifikavimo kokybés.

Literatura

[1] Bill Green, http://www.pages.drexel.edu/ weg22/edge.html

[2] Kdlman Palagyi, Vengrija, http://www.inf.u-szeged.hu/ pala-
gyi/skel/skel.html

3] K. Stukas, J. Janauskas, S. Gruodis,
M. Brasiskis, http://www.mif.vu.lt/ bas-
tys/academic/ATE /skaiciai/skaiciu_atp.htm#Praktinis

[4] D. Rutovitz, Pattern Recognition, J. Roy. Statist. Soc., vol. 129,
pp. 504-530, 1966.



Klasifikavimo metodai

Home Page
Title Page

Page 22 of 23
Go Back

Full Screen

Quit

=N
Close
I

[5] Feng Zhao and Xiaoou Tang, CISST02 International Conference,
http://mmlab.ie.cuhk.edu.hk/2002/CISST02_Fingerprint.pdf,
(Lokali kopija http://mif.vu.lt/ bas-
tys/academic/ATE/pirshtai/CISST02_Fingerprint.pdf)

[6] T. Y. Zhang, C. Y. Suen, A fast parallel algorithm for thinning
digital patterns, Communications of the ACM, v.27 n.3, p.236-239,
March 1984.

Realizacija Java kalba: http://www.mif.vu.lt/atpazinimas/skaiciai/skelet /Zl

[7] Vladimiro = Vapniko  biografija  ir  svarbiausi  darbali,

http://en.wikipedia.org/wiki/Vladimir_Vapnik
[8] Vapniko-Cernovenkio dimensija, http://en.wikipedia.org/wiki/VC_dimensic

[9] Corinna Cortes and V. Vapnik, ”Support-Vector Networks”, Ma-
chine Learning, 20, 1995.



[10] Chih-Jen Lin video paskaita
http://videolectures.net/mlss06tw_lin_svm/, 2008.

[11] Klasifikavimo metody biblioteka

http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/

apie

SVM,

WEKA,



	Atraminiu 24 vektoriu 24 klasifikatorius
	Vapniko-Cervonenkio dimensija
	Tiesinis atraminiu 24 vektoriu 24 klasifikatorius
	Tiesiškai neatskiriamu 24 duomenu 24 klasifikavimas atraminiu 24 vektoriu 24 metodu
	Atraminiu 24 vektoriu 24 klasifikatoriaus paieška sprendžiant dualu 24 uždavini
	MNIST duomenu 24 klasifikavimas SVM metodu


