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1. Klasifikavimo su mokytoju metodai

Klasifikacijos uzdavinys yra atpazinimo uzdavinys, kurio esmeé pagal
pateiktus objekto (vaizdo, garso, asmens, proceso) skaitinius duo-
menis priskirti ji kokiai nors klasei. Laikysime, kad objektas yra

aprasomas D-magciu vektoriumi

S = [817 82y +ens SD]/7

oYy, Yo, ... , Yy zymi visas klases, kurioms gali priklausyti ob-

I Atliekant klasifikaviml su mokytoju (kitaip tariant at-

jektas.
pazinimg), "mokytojas” duoda aibe poru {S;,y;}, kur S; yra i-asis
mokymo pozymiu vektorius, o y; - i-0ji zyme, pazyminti kuriai klasei
priklauso pozymiu vektorius. Pavyzdziui mokymo duomenimis gali

buti vienodo dydzio segmentuotu desimtainiy skaitmenu paveiksléliai,

LCia ir toliau / Zymi vektoriaus ( arba matricos ) transponavimo operacija
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o zymeé - deSimtainis skaitmuo, kuris pavaizduotas paveiksleélyje.

Home Page Klasifikacijos uzdavinys yra sukurti naujai pateikiamu duomenuy

zymejimo algoritma, kuris gerai zZymétu ir pateiktus ir naujai patei-

M kiamus duomenis. Matematine prasme klasifikatoriumi vadinamas
ﬁ L‘ bet koks S vektoriu atvaizdis i L zymiu (kategoriju) aibe Y.

Klasifikavimo uzdavinys yra skaidomas i dvi dalis. Pirma yra su-

y y randamos objekto savybés X (angl. features). Pazymékime objekto

savybiy skaiciy n. Savybeés yra apskai¢iuojamos remiantis pradiniu
M objekta aprasanciu vektoriumi S. Parenkant objekto savybes yra

Go Back

ieskoma kompromiso tarp

e Mazo savybiy skaiciaus n (n << D).
Full Screen

e Kuo didesnio savybiuy informatyvumo. Idealiu atveju is savybiy

Close yra galima rekonstruoti pradinius objekto duomenis S.

Antrajame etape remiantis pozymiu vektoriumi
Quit
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Home Page X = [xl;IQ,---;In]/

yra atliekama klasifikacija.

Title Page
Tarkime S = [s1, s2, ..., $p]’ Zymi stacionaraus akustinio signalo
«“ | » garso sléegio reikSmes. Tuomet geru pozymiu rinkiniu yra S duomeny

tiesinés prognozeés koeficientai X = [x1, za, ..., T, .

yy Toliau paprastumo délei laikysime, kad yra tik dvi kategorijos, t.y.,
L = 2. Tokios rusies klasifikavimo uzdavinys vadinamas binariniu.
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Nors, atrodytu, daugelio klasiu atpazinimo uzdavini galima suskaidy-
: ti i binarinius pory klasifikavimo uzdavinius, ta¢iau neakivaizdu kaip

o Back >

apjungti gautus binarinius klasifikatorius i viena. Daugelio klasiu kla-
Full Screen sifikavimo uzdaviniai yra maziau istirti ir dazniausiai remiasi ”kiek-
vienas su likusiais” arba ”kiekvienas su kiekvienu” strategijomis. Pir-
Close

mu atveju sudaroma L binariniy klasifikatoriu, kurie stengiasi atskirti

viena klase nuo likusiy ir galutinis sprendimas priimamas remiantis L

i1

Quit
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reikSmeémis gautomis pritaikant binarinius klasifikatorius. Antru at-

Home Page veju sudaroma L x (L — 1)/2 binariniy klasifikatoriu, kurie stengiasi
atskirti visas galimas skirtingu klasiu poras ir galutinis sprendimas

T prilmamas remiantis gautomis L X (L — 1)/2 reikSmémis.
ﬁ L‘ Kad sukurti klasifikatoriu, reikia turéti mokymo duomeny.
Pradzioje yra pasirenkama aibé duomenu vektoriy S su zinomomis
y y kategoriju/klasiy reiksmémis. Tarkime sudaréme pozymiuy sistema

ir sukuréme pasirinktai pozymiu sistemas klasifikatoriu. Tuomet

M’ naturaliai iSkyla klausimas - kokia misy klasifikavimo algoritmo

Go Back

kokybé? Siuo tikslu turima mokymo duomeny aibé skaidoma i tris

dalis:

Full Screen

1. mokymo dalis (angl. training set)

Close 2. verifikacijos dalis (angl. validation set)

o 3. testavimo dalis. (angl. test set).
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Yra naudojamos ivairios strategijos kuriant ir ivertinant klasifika-

Home Page vimo algoritmus. Daznai mokymo ir verifikacijos imtys yra kei¢iamos

ir vidurkinama verifikacijai skirta klasifikavimo statistika. Bene po-

M puliariausias yra "kryzminés verifikacijos” (angl. cross-validation)
LI LI metodas. Pagal §i metoda mokymui ir verifikacijai skirti duomenys
suskaidomi i apylyges K daliu ir pakaitomis viena i§ K daliu laikoma

[ verifikacijos dalimi, o likusios (K — 1) skiriamos mokymui. Tokiu

budu galima suvidurkinti K gautu kokybeés iverciy ir gauti patiki-
M’ mesnius klasifikavimo kokybeés ivercio rezultatus. Taip pat verifika-
cija naudinga parenkant optimaliai klasifikatoriaus parametrus. Jei
&I klasifikavimo algoritmas linkes persimokyti, t.y per daug prisitaiky-
ti prie mokymo duomenu specifiniy detaliu, verifikavimo duomenys

Full Screen

padeda aptikti persimokymo momenta ir toliau klasifikavimo algorit-

galutinai klasifikavimo algoritmo kokybe ir yra naudojami tik vieng

Close mo parametrai néra tikslinami. Testavimo duomenys skirti jvertinti

Quit
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kartq. Patikrinus klasifikatoriy su testavimo duomenimis, klasifika-
vimo algoritmas toliau yra netobulinamas, nes priesingu atveju vel

galima susidurti su algoritmo ”permokymo” problema.

1.1. Tiesiniai klasifikavimo metodai

Daznai laikoma, kad pozymiai X yra pasiskirste pagal koki nors
daugiamati skirstinj. Tokia matematiné abstrakcija suteikia galimybe
vienareikSmiai ivertinti klasifikavimo algoritma kokybe remiantis tu-
rima arba jvertinta informacija apie modelio parametrus. Praktiskai

visi statistiniai modeliai naudoja kategoriju pozymiy vidurkius
X1, X, ..., Xp.

Konkretaus pozymiuy vektoriaus X euklidinio atstumo iki kategorijy

vidurkiu kvadratas apskaiciuojamas pagal formule

1X =X = (X - X)) (X - X)),
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Sis atstumas yra vienas galimy panasumo i kategorijas matu.
Tokiuy atstumu pagrindu atlikta klasifikacija vadinama euklidinio
atstumo klasifikatoriumi (angl. FEuclidean distance clasifier EDC).
Kartais EDC dar vadinami artimiausiojo vidurkio klasifikatoriuma.

Dvi pirmasias kategorijas skirianti riba randama is lygybes
1X =Xl = |IX =X = 0.

Nesunku pastebeti, kad si riba X atzvilgiu yra tiesine. Taigi
arciausiojo vidurkio dvieju kategoriju klasifikatorius apibréziamas tie-

sine diskriminantine funkcija

h(X) = X'V +c,

kur

V=X, X,



Klasifikavimo metodai

ir L
Home Page C = ——Xl + X2 .
2
o Klasifikavimas atliekamas pagal diskriminantinés funkcijos zenkla
itle Page

- jei jis yra '+, tai X pozymius atitinkantis vektorius priskiriamas
<« | » l-ai klasei, priesingu atveju - 2-ai klasei. Zemiau pateikta iliust-
racija dvieju grupiu klasifikavimas naudojant artimiausiojo vidurkio

yy metoda,.

Paprastas euklidinio atstumo pagrindu sukurtas klasifikatorius yra
Page 8 of 54

SR optimalus, jei duomenys pasiskirste pagal sferini Gauso désni

asimptotiskai (kai apmokymo duomeny skai¢ius artéja i begalybe)

N (g, 0°1).

Full Screen

Cia I Zymi vienetine matrica, o %I - kovariacijos matrica.

mas pagal artimiausiaji kategoriju vidurki néra optimalus. Siuo at-

Close g . g 900 . g c 92 0 0 g c 0
—I Jei pozymiu kovariacijos matrica > néra istrizaininé, klasifikavi-

Quit
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1 paveikslelis: Dvieju grupiu artimiausiojo vidurkio klasifikatorius.

Grupiy centrai: X; = (1, —2) ir Xy = (—1,2)
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veju geriau tinka 1936 m. pasitulytas Fiserio klasifikatorius.

Zemiau pateiktame pavyzdyje palygintos klasifikavimo tiesés gau-
tos taikant Euklidinj atstuma (E) ir Fiserio (F)) metoda. Naudojant
klasifikavimui pateiktus N; ir Ny duomenis, tiesinio klasifikavimo tai-

sykle h(X) = X'V + ¢ gaunama tokiu biidu:

Vi =21(X; - X»)
ir
¢ =—(M; + XM)'V"/2,
o empiriné kovariacijos matrica apskaiciuojama pagal formule

o _ TLEN (XE - X)(X) - X
Ny + Ny —2

Jei grupiu pozymiuy vektoriai pasiskirste pagal daugiamati Gauso

désnj su ta pacia kovariacine matrica ir skirtingais vidurkiais, tai
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2 paveikslélis: Dvieju grupiu taskuy atpazinimas artimiausiojo vidur-

kio ir FiSerio tiesiniais klasifikatoriais
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standartinis Fiserio klasifikatorius yra optimalus. Naudojant vektoriu

Home Page VT ir konstanta c. FiSerio tiesinis klasifikatorius isreiskiamas formule
Title Page h(X) = X/VF + c.
“ | 5 Ir vienu ir kitu atveju iSvesdami klasifikavimo taisykle mes daréme

prielaida apie duomenu pasiskirstyma, ivertindavome pasiskirstymo

;| y parametrus ir po to gaudavome klasifikavimo taisykle. Silpna vieta
¢ia yra daroma prielaida apie parametrini pasiskirstymo désni. Dau-

M’ gelis autoriy teigia, kad vietoje prielaidos apie pasiskirstymo deésnj
geriau fiksuoti kokiai klasei turi priklausyti klasifikavimo taisyklé

&I ir toje klaséje ieskoti optimaliai atskiriancio grupes klasifikatoriaus.
e Pavyzdziui, galima fiksuoti, kad musu klasifikatoriaus funkcija tie-

siskai priklausys nuo pozymiu vektoriaus ir tarpe visy tiesiniy israisku

nimis. Panasios klasifikavimo paradigmos laikosi dirbtiniy neuroniniuy

Close ieskosime skiriamosios tieses geriausiai skiriancios apmokymo duome-

Quit
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tinkly pagrindu sukurti klasifikatoriai ir atraminiu vektoriy klasifika-

Home Page toriai

Susipazinsime su MEE (angl. minimum empirical error) klasi-
Title Page

Py | » tiesiogiai minimizuojant klasifikavimo paklaida,.

fikatoriumi, kuris priklauso tiesiniu klasifikatoriy aibei ir randamas

Zemiau pateiktame brézinyje palygintos klasifikavimo tiesés gau-

[ tos taikant Euklidini atstuma, (E), Fiserio (F) ir minimalios empirinés

paklaidos (MEE) metoda. Klasifikavimui pateiktos dvi plokstumos

M’ tasku grupes, kurios skiriasi vidurkiais: p; = —ps = 0.5. Prie abieju

grupiy taskai pasiskirste pagal normaluji désni su ta pacia kovaria-

&I cine matrica, kurios kvadratinés formos viena lygio linija iliustruoja
elipse.

Is brézinio matyti, kad tiesiogiai duomenuy imciai adaptuotas tie-

Close sinis klasifikatorius (MEE) geriausiai atlieka skirtinguy grupiy tasky

atpazinima. Taciau nebutinai Sis klasifikatorius yra geriausias. Neu-
Quit
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3 paveikslelis: Dvieju grupiu tasku atpazinimas artimiausiojo vidur-

kio (E), Fiserio (F) ir optimizuojanciu pateiktos imties atpazinima

/M O rvT T\ e . . . a4 1 .«
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roniniuose tinkluose susiduriama su reiskiniu, vadinamu tinklo pertre-

Home Page niravimu, persimokymu (angl. overtraining. Jo esmé yra per didelé
modelio ar (ir) klasifikatoriaus parametru adaptacija prie pateiktos

M mokymo duomenu specifikos. Pertreniravimas reiskia, kad klasifi-
ﬁ L‘ katoriaus mokymo eigoje buvo pereitas etapas, kuriame einamosios
parametry reikSmeés biituy davusios geresnius testavimo duomenims

y y rezultatus. Su pertreniravimo reiskiniu galima kovoti panaudojant

verifikavimo duomenis. Mokymo procesas nutraukiamas, kai verifi-

M’ kacijos rezultatai pradeda blogéti, nezitrint i tai, kad mokymo duo-

Go Back

menims klasifikavimas toliau optimizuojant parametrus geréja.

1.2. Bajeso klasifikatorius
Full Screen

Bajeso klasifikatoriaus vardas kiles iS Bajeso teoremos, kuri nurodo
Close toki sarysi tarp salyginiu tikimybiu:
P(X|Y) P(Y) "
PX)

PY|X) =

Quit
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Tikimybiu teorijoje X ir Y yra bet kokie ivykiai. Taciau klasifikavimo
atveju atsiranda tam tikra asimetrija tarp X ir Y, nes ¢ia bet kokia
X realizacija laikoma duomenimis, o Y - klase. Dél Sios asimetrijos

naudojamos tokios savokos:
e P(Y) aprioriné (zinoma pries bandyma) klasés Y tikimybe.
e P(Y|X) salyginé klasés Y tikimybé, kai zinomi duomenys X.

e P(X|Y) salyginé duomeny X tikimybeé, kai zinoma, kad jie yra

klasés Y. Si tikimybé vadinama tikétinumu.
e P(X) aprioriné duomenu X tikimybe.

Klasifikuojant P(X) tikimybé vaidina normuojanc¢io daliklio
vaidmeni ir neitakoja klasifikavimo rezultatuy. Susipazinsime su
Bajeso klasifikatoriumi pritaikydami ji atpazinti MNIST duomenuy

bazés rasytinius skaitmenis. X duomenimis laikysime skaitmenu
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28 x 28 binarizuotus vaizdus. Kadangi pradiniai MNIST vaizdai
sudaryti is pilkumo lygmenuy reiksmiu, reikia apibrézti binarizacijos
slenksti. Mes paimsime trivialy slenksti treshold = 127.5, t.y. laiky-
sime, kad binarizuoto vaizdo reikSme kokioje nors 28 x 28 matricos
pozicijoje lygi 0, jei pilkumo lygmuo toje pozicijoje nevirsija 127.5 ir
lygi 1 priesingu atveju. Y elementai sudaryti i desimties skaitmenu,
t.y. galimos Y reiksmés yra {0,1,2,---,9}. MNIST duomeny bazéje
yra 60000 mokymo duomeny ir 10000 testavimo duomenu. Todeél
galime laikyti, kad turime 60000 X ir Y egzemplioriy

{X:, Yio1s

kuriuos galime naudoti Bajeso klasifikatoriaus apmokymui. At-
pazistant nezinoma skaiciuy mes turésime 28 x 28 binaring matrica X
ir turésime Siai matricai priskirti zyme Y, t.y. pasakyti koks skaitmuo

pavaizduotas matricoje. Misu klasifikatoriaus tikslumui ivertinti
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naudosime 10000 testavimo duomenu (skaitmenuy paveiksliuku),
Home Page kuriy zymes zinome, tacCiau Siu duomenu nenaudosime kuriant
klasifikavimo taisykle. ~ Visuy galimu skirtingu paveiksliuky yra

| Terse | 928x28 _ o784

he - 784 . N : .
" | 5 mokymo aibé sudaro tik menkute 2 dali. Tiksliau ta dalis lygi

. Tai yra didziulis skaicius ir turima 60000 skaitmenu

S = 5.9107%%2,

Tai yra tipiné klasifikavimo uzdaviniy problema
;' y - mokymo duomenu, lyginant su visu galimuy skirtinguy duomenu X

skai¢iumi, yra labai nedaug. Bet koks klasifikavimo algoritmas (tai-
M’ syklé) stengiasi apibendrinti turimus mokymo duomenis ir algoritmo

kokybei jvertinti naudojami nauji nesantys mokymo duomenuy imtyje
&I duomenys. Klaidu procentas, kuri daro klasifikatorius atpazindamas
e nezinomus duomenis, vadinamas apibendrinimo  klaida.  Kad
ivertinti klasifikatoriaus apibendrinimo klaida, reikia tiksliai zinoti

Close duomenuy skirstini ir visuy galimu vaizdu klasifikavimo bei tikrasias

reikSmes.  Taciau praktiskai tiksliai apskaiciuoti apibendrinimo
Quit
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klaidos neimanoma, nes nezinomas nei tikslus duomenu skirstinys
nei visy galimu duomeny tikslios zymés (y; € Y), nes priesingu
atveju nereikéty kurti klasifikatoriaus. Todél praktiskai apibendrini-
mo paklaida ivertinama panaudojant testavimui skirtus duomenis.
Didziausia béda cia, kad labai daznai tobulinant klasifikavimo
algoritma jo kokybé daug kartu ivertinama panaudojant testavimo
duomenis ir todél galutinio algoritmo klasifikavimo apibendrinimo
paklaida buna jvertinama per daug optimistiskai, t. y. algoritmo
kurimo metu parenkant optimalius klasifikatoriaus parametrus biina
netiesiogiai atsizvelgiama i tarpinius algoritmo testavimo rezultatus.

Kad isspresti Sia problema, rekomenduojama naudoti kryZminio
patikrinimo (angl. cross walidation metoda. Pagal § metoda tu-
rima mokymo duomenuy aibé suskaidoma i panasaus dydzio poai-
bius ir mokinimui skiriami visi poaibiai, iSskyrus viena, kuris nau-

dojamas testavimui. Testavimui skirtas poaibis yra keiciamas ir, jei
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leidzia skaic¢iavimo laiko resursai, pereina visas galimus mokymo im-

Home Page ties suskaidymo poaibius. Deél Sios savybés metodas ir yra vadina-
mas kryzminio patikrinimo. Algoritmo parametrai yra optimizuo-
Title Page . S : o : . : : :
jami kryzminés patikros poaibiams ir galutiné algoritmo klasifikavi-
“ | 5 mo apibendrinimo paklaida ivertinama viena karta algoritmo kuirimo

pabaigoje paskaiciuojant kiek galutiné algoritmo versija daro klaidu

< | > atpazindama testinius duomenis.

Kadangi mokymo duomenu visada truksta, gana daznai naudo-

P. 2 f . . . . . . . . . .
M jamas naivusis Bajeso klasifikatorius. Naivusis klasifikatorius daro

Go Back

prielaida, kad duomenuy visos komponentés yra nepriklausomos, t. y.

M’ P(X|Y) = P({x1,22,...,x784}|Y) = P(21|Y)P(22]Y) ... P(x784]Y).
(2)

lose
C—I Naiviojo Bajeso Kklasifikatoriaus prielaida (2) uzraséme MNIST

a duomenuy atveju. Epitetas "naivusis” pabrezia, kad realiai tokia
uit
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salyga tiksliai niekada netenkinama. Taciau praktiskai naivusis

Home Page Bajeso Kklasifikatorius daznai duoda neblogus rezultatus. Viena
pagrindiniy to priezasciuy yra kas pavieniuy komponenciy skirstiniai
M gali buti patikimai jvertinti naudojant net ir nedidelias mokymo
ﬁ L‘ duomenuy imtis. Miusu atveju kiekviena duomenuy komponenté gali
igyti tik dvi reikSmes: 0 arba 1. Tai dar labiau supaprastina

y y skirstinio iverti, nes mums reikia ivertinti tik

Y

S p; =Plx;=1ly), i=1,2,...,784, y=0,1,...,9,

tikimybes, o likusias ¢/ = P(x; = 0|y) rasime i sarysio p! +¢? = 1. p?

Go Back

tikimybes ivertinsime panaudodami mokymo duomenis. Viso turime
60000 pavyzdziu. o atsizvelgus i skaitmenu reikmes, gauname tokius

Full Screen

mokymo duomenis atskiriems skaitmenims:

=N
Close
I

Quit
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y 0 1 2 3 4
5 6 7 8 9
# 5923 | 6742 | 5958 | 6131 | 5842

5421 | 5918 | 6265 | 5851 | 5949

— 5923 6742 5958 6131 5842
})(3/ T y) 60000 | 60000 | 60000 | 60000 | 60000

5421 5918 6265 5851 5949
60000 | 60000 | 60000 | 60000 | 60000

duomenys naudojami ivertinti apriorine skaitmeny tikimybe P(Y =

Pateikti lenteléje

y). Lentelés apatinéje eilutéje pateiktos ivercio reiksmes.

Kad jvertinti fiksuotai pozicijai 4 ir skaitmeniui y tikimybe p! =
P(z; = 1ly), pakanka suskaic¢iuoti kiek i§ 60000 paveiksléliy turi
zyme y ir turintiems zyme y suskaic¢iuoti vienetukuy skai¢iy pozicijoje
i. Zemiau pateiktoje lenteléje nurodyti vienetuky kiekiai pozicijose
1 = 1,289,293, 297,401, 405,409, 513,517,521, 784. Krastines pozici-
jos i reiksmés atitinka paveikslélio kairiji virsutini (i = 1) ir deSinijj

apatini (i = 784) kampa. I$ 1 lentelés duomenu matyti, kad visuose
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mokymui skirtuose paveiksliukuose visi skaitmenys krastinése pozici-

Home Page jose turéjo tik juodas spalvas, todél Siose pozicijose bendras vienetuku
kiekis lygus 0. Vadinasi krastines pozicijos nesuteikia jokios naudin-

M gos informacijos skaitmenu klasifikacijai. Vidurinés ¢ reikSmeés pa-
ﬁL‘ rinktos taivp, kad jos atitiktuy 28 x 28 paveikslélio (14 + 4,14 + 4)
pozicijas. Siose pozicijose skirtingiems skaitmenims vienetuku kiekis

y y reikSmingai skiriasi ir jos naudingos klasifikacijai. Padaline vienetuku

kiekj i§ skaitmens mokymo imties dydzio gausime tikimybes p!. Pa-
_ Pagezsorst | vyzdziui

2301 519 485

— P =0, Pasg = 50 Pios = pgpar P21 = pgoa;
Lol 28 159 4071
e P1L =" P89 = gopgr Pa0s = Grip Poat = grygs

2162 , 2160 , 3627
5949’ P405 = Fo49° P521 = 5g49°

Naivusis Bajeso klasifikatorius naudoja visas p! ir ¢/ = 1 — p?

9 9
p1 =0, pygg =

i tikimybes. Tarkime turime klasifikacijai pateikta paveiksliuka X =

=N
Close
I



Klasifikavimo metodai

y/i| 1] 289 293 | 297 | 401 405 | 409 513 | 517 | 521 | 784
Home Page 0O | 0] 2301 | 3484 | 1253 | 4041 | 519 146 | 3788 | 485 | 2125 | O
1 |0 23 728 | 4187 16 1590 | 1617 | 109 | 4071 | 772 0
2 | 0] 586 | 613 | 2199 | 623 | 1929 | 3395 | 3050 | 3991 | 3522 | O
R 3 | 0| 384 | 1048 | 3872 | 703 | 3790 | 3843 | 541 | 277 | 2002 | 0
4 | 0] 1872 | 1981 | 1626 | 4035 | 2591 | 4628 | 823 | 1401 | 3343 | O
5 | 0] 1295 | 2918 | 1229 | 1556 | 3064 | 2291 | 759 | 532 | 2052 | O
<« | » 6 | 0| 996 | 3325 | 427 | 2325 | 2463 | 3831 | 2606 | 3701 | 2977 | O
7 | 0] 2958 | 3200 | 3592 | 730 | 180 | 4113 | 122 | 1186 | 3660 | O
8 | 0| 1527 | 2694 | 1746 | 543 | 4276 | 4126 | 1524 | 3060 | 2558 | O
< | > 9 | 0] 2162 | 2345 | 2118 | 2950 | 2760 | 4958 | 388 | 982 | 3627 | O
Page 24 of 54 1 lentele: Mokymo imties vienetuku kiekis nurodytose paveiksléelin
pozicijose
Go Back
{z1,29,...,2784. Tuomet tikimybeé , kad Sis paveiksliukas bus skait-

Full Screen mens y vaizdas pagal naiviojo Bajeso modelio algoritma bus ap-

skaiciuojama formule

PY=0="""px - P(X)

_ runsaeen |
LI P(X|Y — y) P(Y = y) B P(Y =) HZE%(%]?? + (1 - xz)Q?)
o

Quit



Klasifikavimo metodai

Vardiklio, t. y. tikimybés P(X) mes apskaiciuoti negalime. Taciau
klasifikacijai jis néra butinas, nes pagal naiviojo Bajeso klasifikatoriy
skaitmuo y parenkamas taip, kad P(Y = y|X) buty maksimalus,
o tam pakanka zinoti tik deSimties skaitikliu reikSmes, kurioms ap-

skaic¢iuoti visi duomenys zinomi. Tarkime
1 :O,...,ngg:O,...,$293:0,...,IE297:1,...,

1’401:1,...,$405:1,...,$409:0,...,
zsiz=1,...,2517=0,..., 251 = 1,..., 2784 = 0.

Tuomet

P(Y:0|X) _ 5923(1 0 )( _2301)”.( _3484).__

60000\~ — 5923 5923 5923
1253 4041 510 (] 146y, . 8788
5923 © 5923 1T 5923 5923 5923

(1= 5535) - 5o+~ (1 = 53)/ P(X)



Klasifikavimo metodai

_ _ 6742 0 23 728
P(Y—1|X) — m(l—m)“'( _m)...( _W)"'

Home Page 4187 16 15007 1617y, 109

6742 * T 6742 T 6742 6742 6742

485 772 0
Title P. ( _m)“'m"'(l—m)/P(X),
itle Page

_ _ 5949 0 2162 2345
« | »» P(Y - 2|X) - 60000(1 - 5949) T (1 - 5949> T (1 - 5949) T
2118__.2950___2760( . 4958).”3788___
5949 5949 5949 5949

388
| ] 1-22)---Z2...(1- L5)/P(X) .

Cia daugtaskiai zymi praleistu sandaugos démenis, kuriuy reiksmiu
Page 26 of 54

) skaic¢iuoti tik skaitiklius, nes visy trupmenu vardiklis tas pats (nors ir
0 baci

neturime 1 lenteléje. Kad iSrinkti maksimalia tikimybe, pakanka ap-

yra nezinomas). Skai¢iuojant praktiskai patartina skai¢iuoti ne skai-

Full Screen tiklio sandaugas, o sandaugos démeny logaritmu sumas, kad iSvengti
labai mazu skaic¢iuy aritmetikos. Skaiciuojant pagal naiviojo Bajeso

LI taisykle tikimybes turésime problemu, kai kokia nors tikimybé lygi
_ o |

nuliui. Tuomet tokios tikimybeés logaritmas neapibréztas ir gausime,
Quit



kad tokios zymes tikimybe lygi nuliui. Tai nelabai logiska, ypac kai

Home Page mokymo duomeny nedaug, vienas iS 784 taskeliy gali nulemti visos
sandaugos reiksme. Todél rekomenduojama, jei kokio nors pozymio
Title Page _ e e -
x; tikimybé lygi nuliui arba 1 priskirti € ar 1 —e, kur ¢ mazas teigiamas
“ | 5 skaicius, kurio reikSmeé pasirenkama eksperimentiniu budu maksimi-
zuojant teisingai klasifikuojamu duomenuy kieki.
< | > Klasifikavimas pagal naiviojo Bajeso taisykle yra labai spartus.

I tikruju, jei visos P(Y = y) ir p! tikimybes jau apskaiciuotos ar-
M’ ba nuskaitytos is failo, tai klasifikuojant viena skaitmeni pakanka
apskaic¢iuoti 784 x 10 sumas ir i§ gauty deSimties skaic¢iu iSrinkti
&I maksimuma ir klasifikacijos rezultatui pateikti maksimuma, atitin-
kanciy zyme. Klasifikatoriaus suktuirimas taip pat labai spartus -

Full Screen

uztenka prabegti viena karta visus mokymo duomenis, sukaupti ti-

nuliuky skaitiklius, apskaiciuoti P(Y = y) ir p! tikimybes.

Close kimybéms apskaiciuoti reikalinga statistikg ir, turint vienetuky ir

Quit



Klasifikavimo metodai

Naivusis Bajeso klasifikatorius (kaip ir kiti) negarantuoja, kad visi
mokymo imties duomenys yra klasifikuojami teisingai. Todél zemiau
pateikiamos lentelés apie klasifikavimo rezultatus mokymo ir testavi-

mo imtims atskirai.
e Mokymo imties dydis: 60000
o Teisingai klasifikuota (atpazinta): 50384 arba 83.9733 %

e Neteisingai klasifikuota skaitmenu: 9616 arba 16.0267 %



Klasifikavimo metodai
Home Page
Title Page

Page 29 of 54
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Quit

=N
Close
I

o Atskiry skaitmenuy klasifikavimas:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 < —=
5371 1 50 15 21 99 166 1 153 46 0
0 6446 59 16 2 84 36 15 68 16 1
7769 4919 145 68 16 277 90 256 41 2
44 81 344 4966 8 151 60 81 214 182 3
12 20 48 4 4469 36 116 11 106 1020 4
109 36 106 569 112 3885 137 15 206 246 )
66 4 136 2 48 207 5318 O 29 3 6
84 141 89 33 191 4 6 5355 72 290 7
57 89 104 209 60 202 &0 8 4718 324 3
29 63 64 66 384 77 10 129 160 4937 9

e Naiviojo Bajeso modelio sukiirimo laikas: 2.25 sek.

e Mokymo duomeny klasifikavimo laikas: 48.69 sek.




Klasifikavimo metodai

e Testavimo imties dydis: 10000
e Teisingai klasifikuota (atpazinta): 8454 arba 84.54 %

e Neteisingai klasifikuota skaitmenu: 1546 arba 15.46 %



Klasifikavimo metodai

o Atskiry skaitmenuy klasifikavimas:

0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 |<—
913 0 3 3 0 10 21 2 22 6 0
0 1095 12 1 0 7T 8 2 10 O 1
14 14 833 36 7 1 45 18 53 11 %
4 3 54 845 0 26 7 21 28 22 3
2 3 7 1 70 7 21 1 21 179 4
13 4 10 96 22 653 26 2 31 35 )
18 6 19 1 14 30 85 0 13 2 6
8§ 28 33 1 15 1 1 871 18 52 7
10 6 1241 11 30 11 6 791 56 8
13 9 g 10 60 16 1 10 24 838 9

e Testavimo duomeny klasifikavimo laikas: 8.1 sek.




Klasifikavimo metodai

Gauta naiviojo Bajeso klasifikatoriaus kokybé yra gana gera, nes

Home Page jei klasifikavimas bty atsitiktinis, gautuméme tik apie 10 % teisingai
klasifikuoty skaitmenu. Lyginant mokymo ir testavimo duomenuy tei-

M singai klasifikuotu skaitmenu dali matome, kad testuojami duomenys
LI LI klasifikuojami net Siek tiek geriau - tai byloja, kad klasifikatorius ”ne-
persimoké”, t.y. per daug nesiadaptavo prie mokymo imties specifiniu

;' y paveiksléeliu. 4 paveikslélis iliustruoja tankio funkcija ivertinta pagal

naiviojo Bajeso modeli MNIST mokymo duomenims. Matyti, kad
M’ reikSmes z; = 1 yra labiausiai tikétinos ten kur dazniausiai raSomas
skaitmuo. Taip atsitinka dél to, kad visi MNIST paveiksliukai yra
&I standartinio dydzio ir centruoti. Kadangi testavimui skirti duomenys
e parinkti i$ tos pacios NIST irasu duomenu bazés, labiausiai tikétina,
kad skaitmens x; = 1 pozicijos bus nelabai nutolusios nuo mokymo

Close imties tankio P(x; = 1) maksimumuy ir todél tikimybé ivertinta pa-

gal naiviojo Bajeso taisykle bus didziausia tuo atveju, kai zymeés y
Quit



Klasifikavimo metodai
Home Page
Title Page

Page 33 of 54
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reikSmeé sutaps su tikraja skaitmens reikSme.

1.3. MNIST skaitmenu klasifikavimo pagerinimas

1.3.1. Klasifikacijos pagerinimas iSlyginant skaitmenuy

nuozulnuma

Kadangi atpazistami skaitmenys irasyti ranka, jie biina ivairiai pa-
kreipti. Pavyzdziui rasant vienetuka, ji galima uzrasyti tiesia linija,
kuri eina i§ virsaus tiesiai i apacia, arba ta linija gali eiti nuozulniai
- desiniau virsuje, kairiau apacioje, arba retkarciais atvirksciai,
kairiau virsuje ir desSiniau apacioje. Kaupiant tokiu duomenu Bajeso
statistika gausime maziau koncentruotus nuliuku/vienetuky pasi-
skirstymus 28228 dazniy lenteléje. Sprenziant Sia problema, galimi
bent du keliai. Pirmas jvertinti kokiu kampu pakrypes parasytas
skaitmuo ir pasukti pradini paveiksleli tokiu kampu, kad po posiikio

gautuméme statmenai paraSyta skai¢iu. Antras sprendimas jvertinti
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o | 2 3 g

Title Page
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e _| 4 paveikslelis:  Naiviojo Bajeso MNIST duomeny modelio tankio

funkcijos vizualizacija. Sviesesni taskai zymi didesni tanki ir at-
Quit
virkséiai, tamsesni mazesni tanki. Virsutinése dviejose eilutése

P(z; = 0) reikdmes, apatinése - P(x; = 0).



Klasifikavimo metodai

skaitmens parasymo Slyti ir pritaikyti pradiniam vaizdui Slyties
Home Page operacija po kurios skaitmuo butu paraSytas statmenai. Antrasis

budas turi kai kuriy privalumu lyginant su pirmuoju. Posikio

Title Page
£ operacija perveda ir x ir y koordinates i slankaus kablelio reikSmes
“ 5 ir todél sukant tenka atlikti aproksimacijas ir abscisiy ir ordinaciy
kryptimis. Slyties atveju keiCiasi naujo vaizdo tik z koordinates,
< > todél aproksimacija bus atliekama tik abscisés kryptimi. Slyties

operacijos parametrui surasti gaunamos paprastesnés lygtys nei

Feie oo postikio atveju, todél galima tikétis, kad skaitmens nuoZulnumo

atstatymas naudojant sSlyties operacija duos geresnius skaitmenu
Go Back
atpazinimo rezultatus.

Kad ivertinti Slyties operacijos parametra, pradzioje formaliai api-

Full Screen

brézkime Slyties operacija.

Close

1 apibrézimas. Sakysime, kad vaizdas v(z,y) yra vaizdo u(z,y)

i1

Quit



Klasifikavimo metodai

Slytis, jei
U(xvy) = U(ZL‘ T Oé(y — yo)ay)'
Cia o yra slyties parametras, o y, vaizdo aukscio pusé (masy atveju

Yo=2 =14 ).

Vaizdo statmenumas gali buti jvertinas panaudojant tokius vaizdo

momentus:

uxy = Zu(x,y)*x*y,
ay

Uyy = Y u(x,y)*yxy,
z,y

ux = ZU(QT,y) * T,

T,y

uy = Y u(z,y)*y,

T,y

up = Zu(m,y)

T,y



Klasifikavimo metodai

Jei kryzmineé koreliacija lygi nuliui, laikysime, kad vaizdas yra statme-
nas. Prilygine pakreipto vaizdo kyzmine koreliacija nuliui, gausime
tokia Slyties parametro israiska:

UxyUr — Ux * Uy

a=-——"" "2 (3)
UyyUl — Uy * Uy

Kadangi binarizuoto vaizdo u(zx,y) reikdmeés yra tik dvi: 0 ir 1,



Klasifikavimo metodai

vaizdu momentai gali buti greitai apskaiciuoti pagal tokias formules:

uxy = Z T *xY,

zyu(z,y)=1

Uyy = Z y*y,

zyu(ry)=1

uxy = E xz,

z,yu(z,y)=1

uy = Z Y,

zyu(z,y)=1
> oL
=1

z,y:u(z,y)
5 paveikslélis iliustruoja pirmuosius MNIS mokymo imties skaitme-
nis (kairiau) ir ju pakreiptus vaizdus (deSiniau). Atlikus MNIST

skaitmenuy vaizduy slyties islyginima gaunamas apie 2% klasifikacijos

pagerejimas.



b
5

EHEIHEIIIH

73
Kl
ke
E-]
o
0

s | mm........ﬂ.ﬂﬂ

5 paveikslélis: MNIST binarizuoti pradiniai duomenys (kairiau) ir su

o islygintu nuozulnumu (desiniau)
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1.3.2. Kilasifikacijos pagerinimas panaudojant papildomus

pozymiu atributus

Skaitmens pozymiais mes laikéme 784 = 28 x 28 binarizuoto vaizdo
reikSmes. Pereitame skyrelyje mes jsisavinome technika, kuri sutei-
kia galimybe sumazinti pozymiu skaiciuy papildant juos atributais.
Skaitmenuy atveju galima ivertinti gradiento apibendrintus ekstremu-
mus ir pazymeti ektremumo krypti kvantuojant ja pasirinktu kvantu
kiekiu. Taciau tokie pozymiai nepatogts Bajeso klasifikatoriui, ka-
dangi ju kiekis ivairiems skaitmenu vaizdams bus skirtingas. Kad
iSspresti Sia problema, laikysime, kad skaitmens pozymiu skaic¢ius su-
tampa su pradinio vaizdelio dydziu (t.y. 784 = 28 x 28) laikydami,
kad pozymis yra neapibreztas, jei tame taske gradiento modulis néra
apibendrintas ekstremumas. Jei skaitmens vaizdo matricos taskas ati-
tinka apibendrintg gradiento modulio ekstremuma, toki taska laikysi-

me pozymiu ir jo reikSme sutaps su kvantuota krypties reiksme. Lai-



kysime, kad viso yra H kvantuotu krypéiu reiksSmiu. Musu praktiniy

Home Page uzduociy atveju H = 8, dabar mes parinksime H verte maksimizuo-
dami teisingai klasifikuojamu skaitmenu kieki.

M 6 paveikslélis iliustruoja pirmuju dvieju MNIST mokymo

LI LI skaitmenuy (viso 20) pozymius su spalvos atributu, kai H = 8.

Taskeliai, kurie néra gradiento modulio apibendrintieji ekstremumai,

;' y zymimi juodai. Sekantis fig:MNISTS8spalvos paveikslélis iliustruoja

gradiento modulio dominuojancia krypti kiekvieno skaitmens atveju.
M’ Sis paveikslélis gaunamas tokiu biidu: surandami kiekvieno mokymo
imties skaitmens pozymiai su spalvos atributu, kiekvienam skait-
&I meniui atskirai surandama kiek kokiame taskelyje kartu pasikartojo
e kryptis ir gale iliustruojama ta kryptis, kuri dazniausiai pasitaike

duotajam skaitmeniui. Jei kokioje nors pozicijoje nei karto nebuvo

buna vaizdo krastuose ), taskelis spalvinamas juodai. Tiesiogiai do-

Close apibendrintojo gradiento modulio maksimumo ( tokios pozicijos

Quit
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kryptys. Krypciu kvanty kiekis H = 8

e | 6 paveikslelis: Mokymo imties gradiento modulio dominuojancios
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minuojantys kryptys nenaudojamos Bajeso tikétinumu skaic¢iavimui,
taciau jas galima panaudoti, kad greitai ivertinti tikétinuma is
virSaus. Jei greitai ivertintas kokiam nors skaitmeniui tikétinumas
mazas, gali atmesti hipoteze, kad tikrinamas skaic¢ius yra duotasis
skaitmuo ir pereiti prie sekancios hipotezés. Taciau ¢ia greito jvercio

realizacijos detaliy neaprasinésime ir jo nenaudosime.

1.3.3. Kilasifikacijos pagerinimas panaudojant pozymiy

praplétima

Kaip matyti is 6 iliustracijos, didelé dalis paveikslélio poziciju neturi
informacijos apie pozymius, nes yra nuspalvinti juodai. Todél kyla
mintis praplésti kiekvieno mokymo imties paveikslélio pozymiuy kieki

prapleciant juo bangos principu.



Klasifikavimo metodai

<TI0 (i (2T =i (=B (ol [ZE =il =T =i i
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7 paveikslelis: Mokymo imties gradiento modulio dominuojancios

kryptys. Krypc¢iu kvantuy kiekis H = 8

1.3.4. Klasifikacijos pagerinimas atlieckant mokymo

duomenu vektorini kvantavima

Tradicinis Bajeso klasifikatorius laiko, kad vienos klasés duomenuy
pozymiai turi ta pati skirstimi. Taciau Si prielaida ne visada yra

naturali. Tarkime rasant skaitmenis vieni asmenys vienetuka raso
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8 paveikslélis: Mokymo imties gradiento modulio dominuojancios

kryptys. Krypc¢iu kvantuy kiekis H = 8



Klasifikavimo metodai

vienu bruksneliu, kiti prie pagrindinio vertikalaus bruksnelio virsuje

Home Page is kairés prideda maza bruksneli. Septynetas gali buti paraSytas pa-
naudojant perbraukima ir be jo. Nulis gali biuiti ir platus ir siauras ir

M taip toliau. Todél kyla mintis ivertinti kiekvieno skaitmens ne viena
ﬁ L‘ pozymiuy skirstini, o ju serija. Gana sudétingai numatyti visus gali-
mus skaitmeny raSymo stilius ir ivertinti praktiskai kokiu stiliumi pa-

y y raSytas skaitmuo. Tam tikslui galima panaudoti Bajeso klasifikatoriu.

Idéja tokia:

Page 46 of 54

e duomenuy imti, kad ivertinti skaitmens pozymiuy skirstini.

e Fiksuotam skaitmeniui panaudojame visa turima mokymo

e [vertiname skaitmens tikétinuma visai turimai mokymo imciai.

Full Screen

e SurtiSiuojame tikétinumus didéjimo tvarka.

e Pasirenkame tam tikra skaitmenu dali, kuriu tikétinumai yra

artimi, ir i§ ju suformuojame nauja skaitmens pozymiuy skirstini.

=N
Close
I

Quit
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Home Page
e Pirmame etape naudojame [qo,q1] dali didziausio tikétinumo

Title Page mokymo duomenu; gy = 0, ¢ = 2/3.

Viena Sios idéjos realizaciju;

“ | 5 e Sekanciame etape naudojame [qo, ¢1] dali didziausio tikétinumo

mokymo duomenu, kur qq ir ¢; apskaiciuoti pagal taisykle ¢y =
<l q1, g1 = g0+ (1 —q0)/3.

. . e Antro punkto taisykle kartojame penkis kartus imdami
age 47 of 54
paskutini karta q; = 1.

Go Back

Aprasyta procedura artima vektoriniam kvantavimui. Vektorinis
kvantavimas grupuoja duomenu pozymiu vektorius i grupes pagal

Full Screen

pozymiuy artuma. Mes tai ir atlikome, tik Siuo atveju vietoje kokios

ivertinta pagal Bajeso modeli.

Close nors pozymiy artumo metrikos buvo panaudota tikétinumo reiksme

Quit
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kryptys. Krypciu kvantu kiekis H = 8



Klasifikavimo metodai

9 paveikslelis iliustruoja skeletizuotuy skaitmeny Bajeso vienetuky

Home Page tikétinumus; kuo taskelis baltesnis tuo labiau tikétina, kad tame
taskelyje bus skaitmens skeleto taskelis. Stulpeliai zymi skaitmens

M reiksme (nuo nulio iki 9), o eilutés issirinktos [go, ¢1] mokymo imties
LI LI dalies skeleto tasku tikimybes (baltesni taskeliai zymi didesnes tiki-
mybes). Pirmoje eilutéje labiausiai tikétinos skeleto pozicijos atrodo

;' y ryskiausiai. Taip yra dél to, kad dauguma asmenu panasiai pieSia
skaitmenis ir dauguma lemia skeletu pozicijas. Didéjant eilutés nu-

M’ meriui Bajeso tankio statistikai apskaic¢iuoti naudojami vis maziau

tikétini skaitmenu uzrasai, todeél Siose eilutése skaitmenu uzrasSymas
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labiau varijuoja ir todel skeleto taskuy maksimaliu tikétinumu pozi-
cijos labiau isplitusios. Atkreipkite démesi kaip kei¢iasi nulio mak-
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SeSetai atvirkscéiau dazniau raSomi glaustai ir reciau placiai. Taip pat,
sprendziant pagal skelety issibarstyma, devynetai ir dvejetai rasomi
gana variabiliai ir todeél turéty kilti problemu juos atpazistant pagal
naiviojo Bajeso metoda.

Atpazinimas turint keleta tikétinumu varianty vienam skaitme-
niui atliekamas maksimizuojant tiriamo skaitmens tikétinuma. Pa-
vyzdziui jei tikétinumui ivertinti naudojame 9 iliustracijoje pavaiz-
duotus skeleto tasky tankius, tai duotajam testavimo skaitmens ske-
letui ivertiname tikétinuma visiems 6 x 10 tankiams ir iSsirenkame
is SeSiasdesimties didziausio tikétinumo reiksSme ir, zinodami is ko-
kio mokymo skaitmens buvo gautas maksimaly tikétinuma atitinkan-
tis tankis, priskiriame klasifikacijos zyme. Apskaiciave kiekvienam
skaitmeniui maksimalius tankius (maksimizuodami kiekvieno stulpe-

lio tikétinuma), gausime jverti apie kiekvieno skaitmens tikétinuma,.
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1.3.5. Pagerinto naiviojo Bajeso MNIST klasifikacijos te-

stavimo skaitmenuy rezultatai

Kiekvienas pasitilytas rasytiniuy skaitmenu atpazinimo pagerinimo
budas pagerina atpazinimo kokybe vienu-dviem procentais.
Apacioje pateikti galutiniai MNIST testavimo imties rasytiniu
skaitmenu atpazinimo rezultatai. Pagerintas naiviojo Bajeso klasi-
fikatorius daro apie 2 procentus (1.96%) klaidu. Tokie skaitmeny
klasifikavimo rezultatai gauti glodinant su eksponentiniu filtru, kurio

o = 0.5, kvantuoty krypciu kiekis H = 180.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 # % %

974 0 1 0 0 0 3 1 1 0 980 | 99.39% | 0
0 1127 4 1 0 0 2 0 1 0 |[1135] 99.3% |1
1 0 1021 2 0 0 2 2 4 0 |1032]98.93% |2
0 0 2 999 0 4 0 3 2 0 |[1010 |98.91% | 3
1 0 2 0 967 0 6 0 1 5 982 | 98.47% | 4
1 0 0 ) 1 882 2 0 1 0 892 | 98.88% | 5
) 3 1 0 3 2 941 0 3 0 958 | 98.23% | 6
1 3 21 3 2 0 0 992 2 4 11028 | 96.5% |7
2 1 2 6 5 3 1 0 940 14 | 974 | 96.51% | 8
1 5 2 7 18 2 1 8 4 961 | 1009 | 95.24% | 9

986 1139 1056 1023 996 893 958 1006 959 984

98,8 98,9 96,7 97,7 97,1 98,8 98,2 98,6 98,0 97,7 98.04%




Klasifikavimo metodai

1.4. Klasifikavimo metody biblioteka WEKA

1.5. Naivusis Bajeso, NN ir SVM metodai (Video
paskaita)

1.6. Naiviojo Bajeso, dirbtiniy neuroniniy tinkly ir
atraminiy vektoriy klasifikatoriy palyginimas
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